Corrigés
Chap. 9 Fluides newtoniens

Exercice 9.7 : Ecoulement de Poiseuille dans une conduite verticale

La situation est décrite dans le schéma suivant. Elle illustre la “compétition” entre la gravité qui
tend a faire descendre le fluide et un gradient de pression selon 1’axe z qui peut faire monter le
fluide.

Ecoulement stationnaire de Poiseuille dans une conduite verticale de section circulaire de rayon
R. Ecrire le bilan de conservation de la masse et en déduire que vr = 0. On rappelle 1’opérateur
. . o 10 10 0
divergence en coordonnées cylindriques : div(v) = ——(rvr ) Lo T
r or r o8 oz

On a v = (vi(r), 0, vz(r)) dans un référentiel ou I’axe z est parallele a ’axe du tube et r est le
rayon. Il n’y a aucune dépendence avec I’angle 0 a cause de la symétrie cylindrique.
L’incompressibilité du fluide s’écrit en coordonnées cylindriques:
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5 =0 donc rv. =Aouencore v, = —.Orv (R)=0 doncA=0etv, =0.
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L’équation de Navier-Stokes 'Daé_lt/ +p(V.grad )V — uAV = —gradp + pg devient dans notre
cas permanent : p(V.grad)V — uAV = —gradp + pg (relation vectorielle).

cooNe = - 1 ov, |\~
Montrer que nous avons (V.V)V =0 et AV = —ai(r a"z )ez . Selonr et 0, les composantes de
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la vitesse sont nulles. Selon z, nous avons :
2 2
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La composante selon z de 1’équation de Navier-Stokes donne :

- pAv, = -Z—p- pg soit pAv, = %Jr pg ce qui devient
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v = r—(@+ pg]+Aln(r)+B
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La constante A doit étre nulle pour que la vitesse en r = 0 soit définie. B est ensuite donnée

2
par le fait que la vitesse estnulleenr=R : V (=R) = {:—(%+ pg] +B =0. In fine, on
u

obtient 1’équation de Hagen-Poiseuille (profil parabolique) :
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i 2P+ g > 0, alors App(s=L)p(r=0) > pel. k. p(z=0) < p(—L) +pel..

le fluide descend, i.e. le gradient de pression n'arrive pas a contrecarrer la gravité.

. A . .
s Tp+ pg = 0, alors le fluide est au repos : on a une colonne hydrostatique.

si %Jr pg <0, alors Ap=p(z=L)-p(z=0) < -pgL i.e. p(z=0) > p(z=L) + pgL , le fluide monte

Débit volumique a travers la conduite.
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Exercice 9.8 convection thermique

Un fluide newtonien de viscosité p est contenu entre deux plaques paralléles verticales,
supposées semi-infinies, espacées d’une distance 2L. La face de droite est chaude a une
température T2, la face de gauche est froide a une température Ti. Le fluide aura donc tendance
a monter le long de la paroi droite et a descendre le long de celle de gauche. On supposera le
gradient thermique G linéaire et non affecté par les courants de convection qui vont se
développer. La température de la couche-milieu a donc une température To= 0.5(T1+T2). Le
fluide a une masse spécifique donnée par la relation p(T) = po(1 - Br(T-To)). On partira de
I’équation de Navier-Stokes avec 1’approximation de Boussinesq

Po% +p,(v.grad)v - pAv =-grad p + p(T)g (la densité est constante sauf dans la force

gravifique). On supposera par ailleurs que la pression dans le fluide est égale a la pression
hydrostatique grad p = pog, que le probléme est stationnaire, que la vitesse a pour seule
composante non-nulle vz(x) et qu’il y a non-glissement le long des faces.

Exprimez T(x) en fonction de G et de T,.

TR =T, + 20

x =T, +Gx

Calculez le champ de vitesse.



L’équation de Navier-Stokes avec 1’approximation de Boussinesq dans notre cas ou vz(x)

devient :
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or T(x)-T,= Gx soit uaavz = - gp,BGx
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v.(x)= - ngBG%+Ax+B car le profil est impaire en x

Conditions aux limites: v,=0enx=Letx=-L

IIvient: B=0et v (x)= - MX(XZ-L2)= MX(LZ-XZ)
6u 6u
on remarque que v.=0enx =0
Représentez graphiquement le profil de vitesse en adimensionnant les grandeurs. Pour ce
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faire, on introduira la vitesse VZBTP%G[m/ s].
i
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Avec V=BTPLG[m /5], nous avons v,(x) = V(ij 1- (EJ
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Le profil de vitesse est une courbe en x* impaire.

Le fluid va vers le haut du coté chaud et vers le bas du coté froid.
Ou se situe la vitesse de module maximum et quelle est sa valeur ?
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Le maximum de v, (x) = -V (%)[(%) —IJ se trouve en X =

ctvat v~ V(%j[(%j-l}%vzgv

Si on double la distance entre les plaques verticales tout en conservant les températures
T; et T2, comment varie la vitesse maximum ?
On double L en conservant les températures.

L
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G se trouve divisé par 2 et les vitesses sont donc multipliées par 4.

Exercice 9.9 cisaillement transitoire

On étudie la mise en mouvement du fluide newtonien de viscosité p initialement au repos. Par
I’application d’un effort oxy sur la face supérieure (cf. fig. 9.2), on impose une vitesse Vo en'y
=0 au temps t =0. L’épaisseur de la lame de fluide est notée H. La vitesse v(y,t) est nulle sur la
face inférieure.
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Ecrire I’équation de Stokes que doit vérifier la vitesse v(y,t).
La vitesse soit vérifier I’équation de Navier-Stokes : le terme de transport est nul.

oV oV av 82V oV _ o'V
p—+V—= - SOit —=v-—

ot ox 81‘ 8y ot oy
Chercher la solution stationnaire.
sol. stationnaire: v(y,t) = v,(1-y/H)

k /H K2n’vt

Vérifier que v(y,t) =v,(1-y/H) - 2V Z sm( y )c B avec v=u/p est solution du

T o k
probléme et qu’elle satisfait aux conditions aux limites en 'y = 0 et H.
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Conditions aux limites :
. 2 sin (kmy/H
la solution v(y,t) = v, (1-y/H) - Yo z ( lity )e o avec v=pp
T k=1

vérifie les 2 C.L. (conditions aux limites) v(y=0,t) =V, et v(y=H,t) =0
NB: quand t tend vers l'infini, on retrouve le profil stationnaire : v(y) = v, (1-y/H)

Couche limite : dans le cas présent, la longueur de diffusion du mouvement est donnée par :
S=Jvt avec v=ulp
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